I B O IB DIPLOMA PROGRAMME NO02/510/H(2)S+
-1\ PROGRAMME DU DIPLOME DU BI
. PROGRAMA DEL DIPLOMA DEL BI

MATEMATICAS
NIVEL SUPERIOR
PRUEBA 2

Lunes 11 de noviembre de 2002 (mafiana)

3 horas

INSTRUCCIONES PARA LOS ALUMNOS

* No abra esta prueba hasta que se lo autoricen.

* Conteste las cinco preguntas de la Seccidon A y una pregunta de la Seccion B.

e Salvo que se indique lo contrario en la pregunta, todas las respuestas numéricas deberan ser
exactas o con tres cifras significativas.

* Escriba la marca y el modelo de su calculadora en la portada de su cuadernillo de respuestas
(p. €j., Casio fx-9750G, Sharp EL-9600, Texas Instruments TI-85).
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Empiece una pagina nueva para cada respuesta. Se recomienda que muestre todos los cadlculos,
siempre que sea posible. Para los resultados obtenidos con calculadora de pantalla grdfica, deberd
reflejarse por escrito el proceso seguido hasta su obtencion. Por ejemplo, cuando deba utilizar
grdficas de una calculadora de pantalla grdfica para hallar soluciones, debera dibujar esas
grdficas en su respuesta. Una respuesta incorrecta sin indicacion del método utilizado no recibirad
normalmente ninguin punto.

SECCION A

Conteste las cinco preguntas de esta seccion.

1.
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[Puntuacion mdxima: 16]

(i)  Unasucesion {u,} estd dada por u,=1,u,=2,u,, =3u, —2u,  dondeneZ’ .

ntl
(a) Halle u,,u,,u,. [3 puntos]

(b) (1) Exprese u, en funcion de n.

(1) Verifique que su respuesta a la parte (b)(i) satisface la
ecuacion u,,, =3u, —2u, ;. [3 puntos]

2 -1
(11) La matriz M se define como M = [1 0 ] .

(a) Halle M*, M° yM*. [3 puntos]

(b) (1) Enuncie una conjetura acerca de M", es decir, exprese M"
en funcion de n,dondeneZ".

(i1)) Demuestre esta conjetura por induccidn matematica. [7 puntos]
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2. [Puntuacion mdxima: 11]

no. w) no. wY
cos——isen— | | cos— +isen—
(o n ) [cs5 o)

Sea el nimero complejo z = 7
cosl - isenl
( 24 24}

(a) (1) Halle el médulo de z.
(1) Halle el argumento de z y exprese su respuesta en radianes. [4 puntos]

(b) Use el Teorema de De Moivre para mostrar que z es una raiz ctbica de la
unidad, es decir z=31. [2 puntos]

(c) Simplifique (1+2z)(2+z%) y exprese su respuesta en la forma a + bi,
donde a y b son nimeros reales exactos. [5 puntos]

3.  [Puntuacion maxima: 14]

(a) En los mismos ejes, trace los graficos de las funciones f(x)y g(x),
donde

f(x)=4—(1-x)*, para—2<x<4,
g(x)=In(x+3)-2, para-3<x<5. [2 puntos]
(b) (1) Escriba la ecuacion de toda asintota vertical.
(1) Escriba las intersecciones de g(x) con el eje x y con el eje y. [3 puntos]
(c) Halle los valores de x para los cuales f'(x)=g(x). [2 puntos]
(d) Seadlaregionenlacual f(x)>g(x)yx=0.
(i) Sombree, en la grafica, la region 4.
(i1)) Escriba una integral que represente el area sombreada 4.
(ii1)) Evalue esta integral. [4 puntos]

(e) Halle, en la region A4, la distancia vertical maxima entre f(x)y g(x). [3 puntos]
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4.

5.

882-241

—4- N02/510/H(2)S+

[Puntuacion madxima: 14]

(1)

(i)

Sean los puntos A(1,3,-17) y B(6,—7,8) que yacen sobre la recta /.

(a) Halle una ecuacién de la recta /, dando su respuesta en forma
paramétrica.

(b) Elpunto P esta sobre / y es tal que OP es perpendicular a /.
Halle las coordenadas de P.

dy _ 37 +x°
2xy

Sea la ecuacion diferencial ,parax>0.

. dv 3V’ +1
(a)  Sustituya y = vx para mostrar que v+x—= Sl
v

(b) Partiendo de aqui halle la solucion de la ecuacion diferencial,
sabiendo que y =2 parax = 1.

[Puntuacion maxima: 15]

(a)

(b)

(©)

La probabilidad P(A4) de que todos los materiales lleguen puntualmente
a una obra en construccion es de 0,85. La probabilidad P(B) de que el

edificio se termine a tiempo es de 0,60. La probabilidad de que los
materiales lleguen a tiempo y que el edificio se termine a tiempo es de
0,55.

(i)  Muestre que los sucesos 4 y B no son independientes.

(i1)) Todos los materiales llegan a tiempo. Halle la probabilidad de
que el edificio no sea terminado a tiempo.

Un equipo de diez personas estaba trabajando en el edificio, e incluia
tres electricistas y dos plomeros. El arquitecto convocd a una reunion
con cinco de las personas del equipo, y eligi6 al azar a las personas que
debian asistir. Calcule la probabilidad de que sean llamados a la
reunion exactamente dos electricistas y un plomero.

El nimero de horas semanales que trabajan los integrantes del equipo
tiene distribucion normal, con una media de 42 horas. EI 10% del
equipo trabaja 48 o mas horas por semana. Halle la probabilidad de
que ambos plomeros hayan trabajado mas de 40 horas durante una
semana determinada.

[4 puntos]

[3 puntos]

[3 puntos]

[4 puntos]

[5 puntos]

[2 puntos]

[8 puntos]
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SECCION B
Conteste una pregunta de esta seccion.
Estadistica
6.  [Puntuacion mdxima: 30]
Indique sus respuestas con cuatro cifras significativas.

(1) Una maquina produce tela con algunos defectos menores. El nimero de
defectos por metro es una variable aleatoria con distribucién de Poisson
y media 3. Calcule la probabilidad de que un metro de tela contenga
cinco o mas defectos.

(il) A continuacion, una muestra aleatoria de 16 medidas de la densidad del
aluminio. Puede suponer que las medidas tienen distribucion normal.

2,704 2,709 2,711 2,706
2,708 2,705 2,709 2,701
2,705 2,707 2,710 2,700
2,703 2,699 2,702 2,701

Construya un intervalo de confianza del 95% para la densidad del
aluminio; muestre todos los pasos claramente.

(ii1)) Se arroja un dado 120 veces con los siguientes resultados.

puntuacioén 1 2 3 4 5 6

frecuencia 27 12 16 25 26 14

(a) Pruebe si el dado es bueno mostrando claramente todos los pasos
(i)  anivel de significacion 5% .
(i) anivel de significacion 1% .

(b) Explique qué quiere decir “nivel de significacion” en la parte (a).

(iv) Una socidloga desea saber si el porcentaje de hijos varones que adoptan
la misma profesion que sus padres es el mismo en todas las profesiones.
Decide investigar la situacion en cada una de cuatro profesiones.
Obtuvo los datos que siguen:

63 de 136 hijos varones de doctores varones en medicina se hicieron
médicos
42 de 118 hijos varones de ingenieros varones se hicieron ingenieros

35 de 96 hijos varones de abogados varones se hicieron abogados
68 de 150 hijos varones de empresarios varones se hicieron empresarios

A nivel de significacion 5 %, ;a qué conclusion debe llegar?
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[4 puntos]

[6 puntos]

[7 puntos]

[3 puntos]

[10 puntos]

Véase al dorso



—6- N02/510/H(2)S+

Conjuntos, relaciones y grupos

7.  [Puntuacion maxima: 30]

882-241

@

(i)

(iii)

(iv)

Sea (Z,,+) el grupo de elementos 0, 1, 2, 3, con la operacién de suma
de los enteros modulo 4. Sea (G, *) otro grupo de orden cuatro, con

elementos a, b, ¢, d. Sea @ un isomorfismo de (Z,,+) en (G,*),

definido de la manera siguiente:
O0)=b,o()=d,®2)=a,®(3)=c.

(a) Escriba la tabla del grupo para (Z,,+). [1 punto]
(b) A partir de ello, escriba la tabla del grupo para (G, *). [4 puntos]

Sea Y el conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} .
Defina la relacion R sobre Y como aRb <> a* —b* =0(mod5),donde a,beY .

(a) Muestre que R es una relacion de equivalencia. [4 puntos]
(b) (1) ¢Qué significa “la clase de equivalencia que contiene a”’?
(i1)) Escriba todas las clases de equivalencia. [5 puntos]

Sea X un conjunto que contiene n elementos (donde n es un entero
positivo). Muestre que el conjunto de todos los subconjuntos de X

contiene 2" elementos. [6 puntos]

Sea (§,0) el grupo de todas las permutaciones de cuatro elementos
a, b, ¢, d. La permutacion que aplicaaenc,bend,cenaydenb se

representa por a b ocd
P P c d a b’

b ¢ d

Observe que 4B denota la permutacién obtenida cuando la permutacion
B es seguida por la permutacion A.

) ) a b c d
El elemento identidad se representa por .
a

b d
(a) Halle la inversa de la permutacion [i . ; bj' [1 punto]

(b) Halle un subgrupo de S de orden 2. [2 puntos]

(c) Halle un subgrupo de S de orden 4, mostrando que es un subgrupo
de S. [7 puntos]
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Matematicas discretas

8.  [Puntuacion mdxima: 30]

(1)
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(i)

(iii)

(iv)

(a) Explique como usar el algoritmo de Euclides para obtener el
maximo comun divisor (mcd) de dos enteros positivos a, b
cuando b < a. [3 puntos]

(b) Sea d el med de 364 y de 154. Utilice el algoritmo de Euclides
para hallar d, y a partir de ello halle enteros x e y tales que

d=364x+154y . [5 puntos]

Resuelva la relacion de recurrencia y,,, —2y,., —2y, =0, donde
w=1y,=3,ynel". [5 puntos]
A continuacion, el plano de planta de un cierto edificio. Hay cuatro

habitaciones, A, B, C y D, y se muestran las puertas entre las
habitaciones y hacia el exterior O.

[ ]

(a) Dibuje un grafo asociando un vértice a cada habitacion, utilizando
las letras A, B, C, D y O. Si hay una puerta entre las dos
habitaciones, dibuje una arista que una los dos vértices
correspondientes. [2 puntos]

(b) (Tiene el grafo de la parte (a) un sendero euleriano? Razone su
respuesta. ;Qué significa su respuesta en cuanto al plano de planta? [4 puntos]

(c) (Tiene el grafo de la parte (a) un ciclo hamiltoniano? Indique una
razén de su respuesta. ;Qué significa su respuesta en cuanto al
plano de planta? [4 puntos]

Sea T=(V, E) un arbol T, donde V es el conjunto de los vértices y E el
conjunto de las aristas. Muestre que |V|=|E |+1 , es decir, que el

numero de vértices es superior en una unidad al nimero de aristas. [2 puntos]

(Esta pregunta continua en la siguiente pagina)

Véase al dorso
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(Pregunta 8: continuacion)
(v) (a) Describa el primero la profundidad de btisqueda. [3 puntos]

(b) Enla figura se muestra un grafo M.

P Q R S

\W% X Y

Use el primero la profundidad de busqueda para hallar y trazar un
arbol de extension de M a partir del vértice P. [2 puntos]

882-241



—9- N02/510/H(2)S+

Aproximacion y analisis

9.

882-241

[Puntuacion maxima: 30]

(i) Sealaecuacion tanx—-1=0.

(a) Muestre que tiene soluciones de la forma x :%+ km , donde k es

(b)

cualquier entero. [1 punto]

Se debe usar el método de Newton-Raphson para hallar una
solucion adecuada de la ecuacion, comenzando porx = 1.

@

(i)

Enuncie dos condiciones que le permiten llegar a la

. ) T
conclusion de que la secuencia converge a 1

Partiendo de aqui o de otra manera, halle © aproximado con
5 cifras decimales. [8 puntos]

(1)) Sea f(x)=2+cosx,xe[0,g]

(a) Muestre que el corta superior de ‘ f “”(x)‘ es 1, donde 1 (x) es

(b)
(©)

la derivada cuarta de f con respecto a x. [1 punto]

Sea A el area encerrada por la grafica de f(x), losejesy x = g

Muestre que A=1+m. [2 puntos]

(1)

(i)

(iii)
(iv)

Use la regla de Simpson con 10 subdivisiones para calcular
un valor aproximado de 4. Exprese su respuesta con la forma

km,donde k € R y k tiene seis cifras decimales correctas.

Dado que m <4, demuestre la siguiente desigualdad.

(30

A partir de aqui, halle un limite superior e inferior de .

A partir de aqui, y con la mayor exactitud posible, indique
una aproximacion de . [11 puntos]

(Esta pregunta continua en la siguiente pagina)

Véase al dorso
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(Pregunta 9: continuacion)

(ii1) Sea la secuencia de sumas parciales {S,} dada por

|
S,=3—, n=1,2,...
=2

1
(a) Muestre que para todos los enteros positivos n, S,, =S, + 5 [2 puntos]

(b) A partir de aqui, muestre que la sucesion {S,} no es convergente. [5 puntos]
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Geometria euclidea y secciones conicas

10. /Puntuacion maxima: 30]
(i) La ecuacion de una conica estd dada por 4x> —9x+y-5=0.

(a) ¢ Cudl seccidn conica se describe por esta ecuacion? Justifique su
respuesta. [3 puntos]

(b) Sea y=mx+c la ecuacion de la tangente a la conica. Halle una
relacion entre m y c. [5 puntos]

(i1)) (a) Enuncie el teorema de Ceva y su reciproco (o su corolario). [4 puntos]

(b) Use el teorema de Ceva para demostrar que las bisectrices internas
de los angulos de un triangulo son concurrentes. [5 puntos]

(1i1) Las ecuaciones paramétricas de una elipse de focos F, y F, son x = acosé
e y=bsenf dondea,bcR" ya>b. En la figura siguiente se muestra la
tangente / a la elipse en el punto P. La recta (PN) es perpendicular a / y

corta al eje de las x en N.

Y
A~
P A
l
b
‘l’ < a—-> >
Q F2 |
D¢ las respuestas a las partes (a), (b) y (¢) en funcion de 6.
(a) Halle las coordenadas del punto N. [5 puntos]
(b) Halle PF yPF,. [3 puntos]
(c) Halle NF y NF,. [2 puntos]
(d) Demuestre que (PN) biseca al angulo Flf’F2 . [3 puntos]
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